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Resumen

Objetivo: El articulo tiene por objetivo presentar una ejemplificacion sobre la resolucion de
un problema matematico de demostracion, utilizando un método didactico creado por los
propios autores, que se sustenta en el razonamiento inductivo-deductivo.

Métodos: La metodologia empleada para desarrollar la investigacion integro6 métodos
cualitativos y cuantitativos, en una alternativa desarrolla por Alvarez, Alonso y Gorina (2018),
que integra los procedimientos explorativo-inductivo, validativo-inductivo y demostrativo-
deductivo.

Resultados: El estudio demostré que el método didactico propuesto se distingue por hacer
énfasis en la relacidon entre la formulacion y la generalizacion inductivas de una conjetura
matematica y su validacion deductiva, connotando el caracter del razonamiento a desarrollar
por los estudiantes en el citado proceso resolutor.

Conclusién: Se concluyd que el método didactico ejemplificado influye positivamente en el
desarrollo de habilidades resolutoras de problemas matematicos de demostracion.

Palabras clave: ensefianza de la matematica, métodos de ensefianza, procedimientos,
razonamiento inductivo-deductivo; resolucién de problemas matematicos.

Abstract
Objective: The paper aims at illustrating mathematics problem solving through a method
devised by the authors based on the inductive interpretation of the problem and on the
inductive-deductive reasoning.
Methods: The methodology used to conduct the research combines qualitative and
quantitative methods by means of an alternative developed by Alvarez, Alonso, & Gorina (2018)
that integrates exploratory-inductive, validating-inductive and demonstrating-deducting
procedures.
Results: The study proves that the devised method is distinguished by its emphasis on the
relation between the interpretative statement, the inductive generalization of the speculated
solution and its deductive validation
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Conclusion: The authors arrived at the conclusion that the illustrated method positively
influences the development of students’ mathematical problem-solving skills.

Keywords: Mathematics instruction, teaching methods, teaching procedures, inductive-
deductive reasoning; problems-solving.
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Introduccion

Las carreras de Licenciatura en Matematica y Licenciatura en Educacién Matematica, que se
estudian en Cuba tienen por objetivo la preparacién de profesionales de perfil amplio, con
modos de actuacidn relativos a la creacion de nuevas teorias y métodos matematicos, la
aplicaciéon de estos a la resolucidon de problemas que surgen en diversas esferas de la vida de
la sociedad y la ensefianza de parte del acervo cultural acumulado por esta ciencia.

La creciente complejidad de los resultados matematicos que se emplean actualmente para
dar respuesta a las exigencias de la sociedad, demandan de una alta rigurosidad en el
conocimiento de los estudiantes de estas carreras universitarias, encargados de aplicar y
ensefiar tales resultados. Esto conduce a la necesidad de prepararlos en el uso de métodos
eficientes para la resolucidn de los problemas matematicos que se les presentaran en su vida
profesional (Alvarez, Alonso y Gorina, 2012).

Una profundizacidn en la literatura sobre el tema permite comprobar que son numerosos los
trabajos orientados al perfeccionamiento de la ensefianza y aprendizaje de la resolucidn de
problemas matematicos; entre los que pueden citarse: Almeida y Almeida (2017); Alonso
(2001); Alonso, Gorina, Iglesias y Alvarez (2018); Blanco, Cardenas y Caballero (2015); Pélya
(1966); Schoenfeld (1985); Parra (2017); entre otros.

A pesar del interés existente por el estudio de esta tematica, aun se observan dificultades en
este proceso, esencialmente en lo relativo al aprendizaje de los problemas de demostracion
(Alvarez, Alonso y Salgado, 2016). Las causas de estas dificultades han sido analizadas en varias
investigaciones, centradas en los procesos de demostracién formal: D’Andrea y Sastre (2014);
Gamez (2017); Garcia (2016); Lara y Samper (2014); Larios (2015, 2018); Ron y Dreyfus (2004);
con resultados que atribuyen las insuficiencias detectadas a carencias de habilidades de
razonamiento, necesarias para llegar a comprender y realizar una demostracién matematica
formal.

Sin embargo, la generalidad de estos investigadores se queda solo a nivel del reconocimiento
de esta problematicay la descripcion del razonamiento a desarrollar en la resolucién de dichos
problemas, sin llegar a proponer soluciones didacticas, orientadas a caracterizar e
implementar la légica dinamizadora de dicho razonamiento, lo que se constituye en
insuficiencia epistémica que se trata en el presente articulo (Alvarez, 2019).

En tal sentido, las perspectivas de analisis para abordar la didactica de la resolucion de
problemas matematicos de demostracion se fundamentan en dos enfoques principales, el
primero orientado a la ensefanza de la parte deductiva de la demostracion, obviando el
razonamiento inductivo previo a esta, y un segundo enfoque que defiende la necesidad de
ensefiar al estudiante a realizar un analisis inductivo que le facilite el avance hacia los procesos
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de demostracién formales. El primer enfoque sigue siendo el mds empleado hasta la
actualidad, a pesar del poco éxito que proporciona.

Ahora bien, independientemente de que relevantes investigadores matematicos de todos los
tiempos hayan conferido capital importancia al razonamiento inductivo, se ha podido
comprobar que este no estad presente en la mayor parte de las demostraciones matematicas
que se han publicado a través del desarrollo histérico de esta ciencia. Los autores, en la
generalidad de los casos, solo presentan la parte deductiva ya pulida, con lo que no transmiten
patrones de andlisis inductivo a sus lectores (Alvarez, 2010; Alvarez, Alonso, & Gorina (2018).

El segundo enfoque, defendido por Pélya (1966); Alvarez, Alonso & Gorina (2012); Gamez (2017);
y Manrique y Soler (2014), asegura que el razonamiento inductivo debe ser introducido y
trabajado como modo de actuacion previa al deductivo, propio de los procesos de
demostracion formal. Se coincide con este enfoque en lo relativo a la consideracion de que se
debe partir de ensefiar a razonar inductivamente; sin embargo, la mayoria de las estrategias
gue se proponen para llevarlo a cabo resultan muy generales, exponiendo el “que”, pero sin
precisar suficientemente el “cdmo”, por lo que se devela la necesidad de profundizar en los
procesos de prueba fundamentados en lo empirico, asi como en las generalizaciones vy
demostraciones necesarias para arribar a las soluciones, en aras de proporcionar a profesores
y estudiantes procedimientos que los orienten en esta actividad.

Para suplir esta carencia tedrica, se profundizé en la contradiccion dialéctica que se manifiesta
entre la exploracién-validacién inductiva de una conjetura y su resoluciéon deductiva en un
problema matematico de demostracion; lo que sirvié de sustento para modelar la dinamica
del razonamiento inductivo-deductivo en la resolucién de los citados problemas, segun se
explicita en Alvarez, Alonso y Gorina (2019).

La modelacién de esta dinamica condujo a definir tres dimensiones, las que son expresidn de
sus movimientos internos y permiten revelar la transformacién de dicho proceso. Estas se
denominan: explorativa-inductiva para la conjeturacién matematica, validativa-inductiva de
conjeturas matematicas y la demostrativa-deductiva de conjeturas matematicas.

Luego, a partir de la citada modelacidn, se elaboré un método didactico que permite llevar a
la practica docente la mencionada dindmica. El mismo tiene como estructura operacional, un
sistema de procedimientos diddacticos, contentivo de acciones, criterios evaluativos y patrones
de logro, que guian el desarrollo del razonamiento inductivo y deductivo durante la resolucion
de los citados problemas.

Este método didactico fue uno de los aportes de la tesis doctoral del autor principal de este
trabajo, ya defendida, y se introdujo en la carrera de Licenciatura en Matemadtica, de la
Universidad de Oriente durante el curso 2018-2019, obteniéndose buenos resultados y
evidenciandose transformaciones cualitativas y cuantitativas en el aprendizaje de los
estudiantes.

A partir de todo lo anterior, el presente articulo se propone ejemplificar la resolucion de un
problema matematico de demostracion, utilizando el método didactico creado, con el
objetivo de propiciar una mayor comprensién del mismo por parte de profesores e
investigadores y evidenciar su factibilidad de aplicacién.
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Materiales y/o métodos

La ejemplificacion que se propone, sobre la resoluciéon de un problema matematico de
demostracion, se lleva a cabo empleando el método didactico creado por Alvarez, Alonso y
Gorina (2018). Este método estd estructurado en tres procedimientos que interactian, dando
lugar al establecimiento de relaciones de jerarquia y subordinacion, a la vez que se aleja de la
tendencia a asumir una metodologia inductiva o deductiva independiente y explicitando sus
resultados en la propia dindmica de su sistematizacidon. Los tres procedimientos que
constituyen su estructura operacional son, el explorativo-inductivo, el validativo-inductivo y
el demostrativo-deductivo.

Resultados

A continuacion, se describen los procedimientos a emplear y la forma de actuar del profesor
y los estudiantes. Para ello se toma, a manera de ilustracion, el siguiente problema: Algunos
numeros enteros positivos tienen una propiedad muy especial: se pueden escribir como la
diferencia de dos cuadrados perfectos ¢ Cuales son esos numeros?

Procedimiento explorativo-inductivo

El profesor debe dar tiempo a que cada estudiante, de manera individual, trate de comprender
el problema y enfatizar en que aprendan a identificar su estructura; es decir, las condiciones
y exigencias, asi como los objetos, caracteristicas y relaciones que los componen. Para ello se
pueden utilizar algunas preguntas como las siguientes: ¢Puedes explicar con tus propias
palabras de qué trata el problema? ¢{Qué componentes involucra este problema? ¢Como se
relacionan los objetos del problema? ¢Cudles son las condiciones y exigencias del problema?
¢Cémo te representas el problema? ¢Esta representacion te sugiere alguna idea que quieras
exponer? Este tipo de preguntas debe llevar a una idea hipotética que indique cudl pudiera
ser la conjetura inicial.

Por su parte, el estudiante con su actuar debera realizar una observacién consciente de la
estructura del problema e identificar las condiciones y exigencias que los componen, asi como
los objetos, caracteristicas y relaciones contenidos en estas ultimas. De manera que pueda
llegar a identificar que los objetos matematicos involucrados en el problema que esta
resolviendo son los nimeros enteros positivos y las relaciones entre ellos esta dada por la
diferencia de sus cuadrados; llegando a plantear una representacion de estos.

Asi podra precisar como condiciones que: los nimeros son enteros positivos: a € Z*, se pueden
escribir como la diferencia de dos cuadrados perfectos, es decir: a = b?- ¢2. Y como exigencia:
la determinacion de esos numeros (a).

En un segundo momento, el profesor debe inducir la aplicacion de alguna estrategia heuristica
que les permita realizar una adecuada exploracién del problema. A tales efectos podria
estimularse el ensayo con casos particulares, con un caso general, con todos los casos posibles
o el uso de analogias, a fin de establecer conexiones que sospeche que existen entre los
objetos que conforman el problema.

A partir de lo anterior, el estudiante debera recuperar de su memoria estrategias heuristicas
y metacognitivas, previamente aprendidas, para visualizar; identificar patrones, relaciones,
regularidades y propiedades. De manera que si decide ensayar con casos particulares puede
llegar a una secuencia de representaciones numéricas del problema como la que se representa
a continuacion:
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1=1%2-0?
2 no es posible su representacién
3=22-12
4=22-?
5=32-22
6 no es posible su representacion
7=42-32
8=32-12
9=52-42
10 no es posible su representacion
11=6°-52
12=42-22
13=72-67
14 no es posible su representacion
15=42 -12=82-72
Luego, el profesor debera inducir la concepcidn y enunciado de ideas hipotéticas a partir de
la observacidn e interpretacidn de esas representaciones del problema y de las relaciones
gue se observan entre los objetos, para lo cual puede promover la exposicidon de ideas en
voz alta y el debate de estas. Mientras que el estudiante tendra que examinar y comparar
las representaciones que ha logrado hacer, hasta descubrir regularidades que sean relevantes
a los efectos de su solucidn. Exponer sus ideas y defenderlas ante el grupo. Finalmente podra

conjeturar que: todo parece indicar que los niumeros que no cumplen la condicidn, son de la
forma (2+4k), ke{0,1,..}.

Procedimiento validativo-inductivo

El profesor mediante preguntas llevard a que sus estudiantes piensen en alguna forma de
validar esa conjetura inicial, precisandoles que todavia no se trata de demostrar la conjetura,
sino de probar inductivamente su validez o falsedad para nuevos casos. Puede hacer que
expresen sus ideas, intercambien, debatan, reflexionen y argumenten acerca de écémo
hacerlo? ¢{Qué otro resultado matematico pudiera emplearse para lograrlo? ¢Si pueden
recordar algun caso analogo que hayan resuelto?

Del debate establecido, el estudiante podrd llegar a que una via puede ser emplear el
resultado matematico que expresa que la diferencia del cuadrado de dos numeros enteros
positivos es igual al producto de la suma de ambos por su diferencia, que se representa de la
siguiente forma:

a’-b?>=(a+b)(a-b)

De manera que podran llegar a realizar una segunda representacién de casos particulares,
empleando este resultado matematico, como se muestra a continuacion.
1= (1+0) (1-0) =1x1
2 no es posible su representacion
3=(2+1) (2-1) =3x1
4= (2+0) (2-0) =2x2
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5=(3+2) (3-2) =5x1
6 no es posible su representacién
7=(4+3) (4-3) =7x1
8=(3+1) (3-1) =4x2
9= (5+4) (5-4) =9x1
10 no es posible su representacion
11=(6+5) (6-5) =11x1
12=(4+2) (4-2) =6x2
13=(7+6) (7-6) =13x1
14 no es posible su representacion

A partir de esta representacion, el profesor deberd propiciar la observaciéon de la nueva
representacién del problemay la argumentacién de la confirmacién o refutacion de la primera
conjetura. En este caso se puede utilizar uno de los softwares recomendados para automatizar
la férmula de la diferencia de cuadrado y hacer numerosas entradas para reforzar la conjetura.
Mientras que el estudiante, a través de su observacion y del analisis colectivo, podra concluir
que: la representacion anterior parece indicar que los numeros que cumplen la condicion se
pueden expresar como el producto de dos numeros: (par x par) o (impar x impar). De donde es
posible inferir que los numeros de la forma (2+4k), ke{0,1,..}no tengan esta

representacion, con lo cual se confirma la conjetura inicial, guedando esta validada.

Procedimiento demostrativo deductivo

El profesor debe hacer ver a sus estudiantes que a partir del analisis anterior ya se tiene una
conjetura validada inductivamente, la que debe demostrarse deductivamente. Pero ¢como
hacerlo? ¢Qué métodos matematicos pudieran servirnos? ¢Podemos aplicar un método de
demostracién directo? ¢Tal vez, un contraejemplo? ¢ Podra hacerse por contradiccion?

Al estudiante debe quedarle claro que ahora se trata de demostrar que: los numeros enteros
positivos que no cumplen la condicidn de poderse escribir como la diferencia de dos cuadrados
perfectos, son de la forma (2+4k), ke{0,1,2,...}. También deberan llegar a la conclusién y

argumentar el método que seria el mas adecuado.

Si finalmente se decide a hacer la demostracién por contradiccidn, el profesor tendra que
recordar en qué consiste este método y los estudiantes deberdn entender que lo adecuado es
partir de la consideracién de un nimero parp €{0,1,2,...}, para llevar a cabo la demostracién.

En este momento el profesor podra inducir a los estudiantes a que conciban los cuatro casos
posibles y, una vez precisados estos, se espera que se plante en el siguiente primer caso:

Caso 1: p no se puede representar de la forma p=(a+b)(a-b), bajo las siguientes condiciones:
a) a pary b impar, b) a impary b par.

El profesor podra preguntar éDe qué suposicidn sera conveniente partir en este caso?
Mientras que el estudiante debera suponer que se cumple a), luego: (a+b) y (a-b) son ambos
impares, lo que implicara que (a+b)(a-b)sea impar y por lo tanto se llega a una contradiccién.
A partir de este resultado podra concluir que p no se puede representar de la forma p=(a+b)(a-
b) si se cumple la condicién a).
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Aqui el profesor debe hacer notar que para la condicion b) la demostracidn es analoga e
inducirlos a realizar la conclusidn general del caso 1. Mientras que el estudiante debera
concluir que, si p es par no se puede representar de la forma p=(a+b)(a-b) bajo las condiciones
a) y b). Y razonar cual seria el planteamiento del préximo caso.

Caso 2: Sea p par, se debe demostrar que no se puede representar de la forma p=(a+b)(a-b),
siendo p=2+4k y bajo las condiciones: c) a pary b pary d) a impar y b impar.

De nuevo el profesor podra preguntar ¢De qué suposicion sera conveniente partir en este
caso? A partir de lo cual al estudiante le correspondera suponer que se cumple c), por lo que:
2+4k=(a+b) (a-b). Si a es par y b es par, entonces a+b es par y se puede expresar como:
(a+b)=2m, donde m €{0,1,2,...}, de igual forma (a-b)=2n, donden €{0,1,2,...}; por tanto:
(2+4k)=2(1+2k)=2m.2n, o bien (1+2k)=2mn. Entonces, comol+2k es impar y 2mn es par, se
llega a una contradiccién.

En este momento el profesor hara notar que para la condicion d) la demostracion es analoga
e inducirlos a realizar la conclusidén general del caso 2. Lo que dara lugar a que el estudiante
pueda concluir este segundo caso afirmando que, si p es par, los nimeros de la forma 2+4k
no se pueden expresar como (a+b) (a-b) bajo las condiciones c) y d). Y analizar el
planteamiento del préximo caso.

Caso 3: Sea p par, debe demostrar que los numeros de la forma p=4k, k=0, 1, 2, ... se pueden
expresar como p=4k=(a+b) (a-b) bajo las condiciones c) y d).

El profesor puede iniciar su actuar al hacer notar que si 4k=(a+b) (a-b), basta tomar a+b=2k y
a-b=2 para asegurar la existencia (observar que en el caso 2 se demostré que a+b y a-b son
ambos pares). Esto debe hacer razonar al estudiante el caso que queda.

Caso 4: Sea ahora p impar, luego p se expresa de la forma a+b, basta tomar a+b=p y a-b=1,
luego a=(p+1)/2, p+1 es par, pues por hipdtesis p es impar, por lo que a €{0,1,2,...}, por tanto
b=a-1 be{0,1,2,...}, lo que demuestra que si p es impar se puede representar como
p=(a+b)(a-b).

El estudiante debe notar que, si p esimpar y tiene divisores, posee mas de una representacion,
de ahi que haya demostrado la existencia para p impar cualquiera, sea primo o no.

Finalmente, corresponde al profesor inducir a una generalizacién de lo demostrado hasta
aqui. Por lo que se espera que el estudiante concluya que los nimeros enteros positivos que
se pueden escribir como la diferencia de dos cuadrados perfectos son:

{xeN: x=(2+4k), k=0,1,2,.}, o equivalentemente:
{(x=2k+1) 0o (x=4k), k=0,1,2,.}

Finalmente, el profesor comenta a los estudiantes que existen otras posibilidades de
demostracion de la conjetura encontrada, como por ejemplo utilizando las representaciones
que aporta la teoria de grupo, que es un contenido del Algebra que posteriormente recibirdn
en el curriculo.
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Discusion

La forma de proceder en la ejemplificacién del método didactico, no puede interpretarse
como la unica forma de orientar la dinamica del razonamiento inductivo-deductivo en la
resolucidn de problemas matematicos de demostracién. No obstante, ilustra un camino critico
que el profesor y el estudiante deben recorrer de forma sistematizada, para que este ultimo
logre identificar propiedades invariantes en representaciones de estos problemas, asimilar los
métodos para la comprobacién de la veracidad o falsedad de conjeturas matemadticas y
apropiarse significativamente del proceder deductivo para la demostracion de dichas
conjeturas.

Es claro que introducir el razonamiento inductivo en la resolucién de problemas matematicos
de demostracion consume gran parte del tiempo disponible para la clase y exige un elevado
esfuerzo por parte del profesor, que debe preparar cuidadosamente los problemas y luego
conducir todo el proceso reflexivo de sus estudiantes, tarea que no siempre sale como se
espera y hay que improvisar en clase.

Es mucho mas cdmoda, y por ello mas usada, aquella forma de ensefar que solo considera la
parte deductiva de la demostracion, obviando el razonamiento inductivo previo a esta. Eso
mismo ocurre con los libros de texto. Al respecto, en Morales (2008), se plantea que los
matematicos en la redaccion final de una demostracién, por razones absolutamente validas,
generalmente no hacen referencia a todos los elementos previos involucrados en la
construccion de una conjetura demostrable (la heuristica o algunos procesos inductivos e
intuitivos). Este autor ejemplifica su aseveracion con palabras del destacado matematico Karl
Gauss que afirmaba respecto a sus demostraciones “cuando se construye un edificio no se
dejan los andamios”, teniéndose como consecuencia que algunas demostraciones podrian
resultar hasta cierto grado artificiosas.

Pero al descartar la explicacién de la actividad inductiva durante el proceso de resolucién de
un problema matemdtico de demostracién, se sesga la comprensiéon y, por tanto, el
aprendizaje de los estudiantes, que solo ven la parte deductiva y no son capaces de apropiarse
del método empleado.

La necesidad de trabajar el proceso inductivo ha quedado precisada en los estandares
curriculares del National Council of Teacher of Mathematics, cuando afirman:

“el razonamiento y la demostracién matematicos proporcionan modos potentes de
desarrollar y codificar conocimientos sobre una amplia variedad de fenémenos (...)
Los programas de ensefianza deberian capacitar a los estudiantes para reconocer el
razonamiento y la demostracién como aspectos fundamentales de la Matematica;
formular e investigar conjeturas matematicas; desarrollar y evaluar argumentos y
demostraciones matematicas; elegir y utilizar varios métodos de demostracidon”
(citado por Alvarez, 2019, p. 5).

Conclusiones

La practica docente ha confirmado que, para ensefiar a resolver problemas matematicos de
demostracion, no basta con explicar al estudiante algunos ejemplos en la pizarra, sin instruirlo
en la construccién de conjeturas. No se logra un aprendizaje significativo si se pretende que
este reconstruya el proceso que previamente el profesor ha realizado. Y es que las
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demostraciones matematicas tienen significado cuando constituyen un reto intelectual para
el estudiante.

La ejemplificacién del método didactico, realizada a partir de un ejemplo que es ilustrativo del
tipo de problema para el cual fue disefiado, posibilita lograr una comprension detallada a
profesores e investigadores sobre la aplicacién de sus tres procedimientos y evidenciar su
factibilidad de aplicacion en la dinamica del razonamiento inductivo-deductivo que debe
llevarse a cabo durante el proceso de ensefianza-aprendizaje de la resoluciéon de los
problemas matematicos de demostracion.
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