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Resumen

Introduccidn: La comprensién del movimiento de la variable en el concepto de limite funcional
constituye un desafio para el estudio del calculo diferencial e integral. Esto se relaciona con la
multiplicidad de significados del infinito matematico, que trasciende la nocién cotidiana de magnitud.
Objetivo: Describir el comportamiento de la variable en funciones irracionales para el desarrollo
de habilidades de analisis del movimiento de la variable en estudiantes de ingenieria. Asimismo,
ofrecer recursos didacticos que permitan a los docentes abordar los limites laterales desde una
perspectiva conceptual y procedimental.

Métodos: Se realizd un analisis diddctico-descriptivo mediante la resolucion de casos de

funciones irracionales de la forma /g(x) (con n pary g(x) polinémica). Se complementé con
un cuasi-experimento pedagogico en dos grupos de estudiantes de ingenieria: uno recibid
instruccién explicita sobre el movimiento de la variable y otro siguié un enfoque tradicional.
Resultados: El grupo que recibid la instruccién focalizada en el analisis del movimiento de la
variable obtuvo un rendimiento superior en todos los items evaluados, con diferencias
porcentuales de aprobacidn que oscilaron entre 4 y 10 puntos respecto al grupo control.izado.
Conclusidn: La ensefianza explicita del movimiento de la variable en funciones irracionales,
apoyada en el uso de multiples registros de representacidn semidtica, contribuye a una
comprension del concepto de limite y reduce los errores procedimentales comunes.

Palabras clave: limites laterales, funciones irracionales, ensefianza del calculo, movimiento de la
variable, registros de representacion
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Abstract

Introduction: Understanding the movement of the variable in the concept of functional limit
constitutes a challenge for students beginning the study of differential and integral calculus. This
difficulty is related to the multiple meanings of mathematical infinity, which transcends the
everyday notion of magnitude.

Objective: To describe the behaviour of the variable in irrational functions to develop students'
skills in variable movement analysis. Additionally, to offer didactic resources that allow teachers
to address lateral limits from a conceptual and procedural perspective.

Methods: A descriptive-didactic analysis was carried out by solving cases of irrational functions

of the form W (with n even and g(x) polynomial). It was complemented with a quasi-
experiment involving two engineering student groups: one received explicit instruction on
variable movement and the other followed a traditional approach.

Results: The group that received instruction focused on variable movement analysis
outperformed the control group in all assessed items, with pass rate differences ranging from 4
to 10 percentage points, depending on the complexity of the case studied.

Conclusion: Explicit teaching of variable movement in irrational functions, supported by the use
of multiple registers of semiotic representation, significantly contributes to a more solid
understanding of the limit concept and reduces common procedural errors.

Keywords: one-sided limits, irrational functions, calculus teaching, variable movement,
representation registers.

Recibido: 17 de abril de 2026
Aprobado: 1 de septiembre de 2026

Introduccion

El dominio del concepto de limite funcional, tanto a nivel operativo como conceptual, resulta
fundamental para los estudiantes de ingenieria, pues sienta las bases del calculo diferencial e
integral (Bdez & Blanco, 2020). Su estudio permite comprender los diversos movimientos de las
variables en relacién con el concepto de infinito matematico, el cual no se limita a lo muy grande,
sino que abarca también la cercania y la pequefiez (Mosquera-Lopez et al., 2023).

En la ensefanza tradicional, los limites laterales se analizan principalmente para verificar la
existencia del limite en un punto. Con relativa frecuencia el procedimiento consiste en que
coincidan ambos limites laterales para garantizar la existencia del limite en el punto, lo cual es
innegablemente importante. Sin embargo, se presta menor atencion al movimiento de la variable
en funciones irracionales que, a diferencia de las funciones definidas en todo el entorno, solo
poseen uno de los limites laterales en determinados puntos.
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Para fundamentar tedricamente la propuesta, se articulan los aportes de Duval (2004) sobre la
necesidad de la conversidn entre registros semidticos (algebraico, grafico y numérico) con la
distincién entre conocimiento conceptual y procedimental propuesta por Rittle-Johnson y
Koedinger (2009). En esta linea, se documenta que los errores en limites laterales suelen
originarse en una interpretacion estatica del infinito y en el predominio del tratamiento
algebraico sobre el analisis del dominio y el signo de la funcion. La ausencia de un trabajo
sistemdtico con conversiones entre registros impide que los estudiantes perciban el
comportamiento de la variable en las proximidades del punto critico (Guarin Amorocho & Parada
Rico, 2023).

Esta omisién dificulta la comprensidn del concepto; como consecuencia, los estudiantes suelen
cometer errores al analizar estos casos de manera simplista. Por ejemplo, en la funcién f(x) =
vx — 2, al calcular el limite de la funcién f(x) cuando x — 2 generalmente ignoran la

discontinuidad en x = 2, e intentan una evaluacién directa que conduce a limvVx —2 =
X —2

V2 — 2 = 0. Este resultado —estrictamente hablando— es incorrecto, por no existir el limite
izquierdo pues su expresion no esta definida en los nimeros reales.

Errores como este evidencian una formacién previa ineficiente, en la que no se enfatiza
suficientemente la necesidad de analizar el dominio y el recorrido de una funcién antes de operar
con ella (Byas & Blanco, 2017). Esta problematica esta vinculada al conocimiento procedimental
del estudiante, pues a menudo se prioriza el resultado final sin prestar suficiente atencion a los
detalles del proceso (Rittle-Johnson & Koedinger, 2009).

Teniendo en cuenta lo anterior, se postula que la excesiva atencion a la complejidad algebraica
en los ejercicios de limite puede desviar el foco de la comprensién conceptual. Por tal razdn, este
articulo tiene como objetivo describir el comportamiento de la variable en funciones irracionales
para el desarrollo de habilidades de analisis del movimiento variable en estudiantes de
ingenieria. Asimismo, se pretende ofrecer recursos didacticos que permitan a los docentes
abordar los limites laterales desde una perspectiva conceptual y procedimental.

Métodos

El estudio se desarrollé en dos fases complementarias. La primera fase, de naturaleza tedrica,
consistid en un analisis matematico riguroso de la estructura algebraica de funciones irracionales
de laforma /g(x), donde n es par, g(x) es una funcién polinémicay g(c) = 0. El propésito de
esta fase fue caracterizar el comportamiento de los limites laterales en puntos donde la expresién
subradical se anula. Este analisis —que partid del estudio de casos particulares— permitio construir
una clasificacién sistematica de tres casos generales basados en la naturaleza de la raiz ¢ de g(x):
raiz simple, raiz de multiplicidad impar y raiz de multiplicidad par. Este resultado se transformo
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en un recurso diddactico explicito para la ensefianza del concepto de limite lateral.

La segunda fase, de naturaleza empirica, adoptd un disefio cuasiexperimental con dos grupos
paralelos de estudiantes de ingenieria (Grupo A y Grupo B), ambos atendidos por profesores de
similar experiencia. Tuvo como objetivo evaluar la efectividad del recurso didactico en el
rendimiento de los estudiantes al resolver problemas de limites laterales en funciones
irracionales.

Participantes y contexto

Para el cuasiexperimento, la muestra estuvo conformada por 79 estudiantes de primer afio de
ingenieria de la Universidad Auténoma de Santo Domingo (Republica Dominicana), distribuidos
en dos grupos naturales: Grupo A (experimental, n=38) y Grupo B (control, n=41). La edad
promedio fue de 19,2 afios (DE = 1,4) y el 62 % eran varones. Todos habian aprobado un curso de
precdlculo con calificaciones promedio similares (Grupo A: 72,4 sobre 100; Grupo B: 71,9).
Provienen de centros educativos publicos (65 %) y privados (35 %), con predominio de escuelas
publicas. Ambos grupos compartian el mismo plan de estudios y habian cursado previamente los
mismos contenidos de matematica basica.

Procedimiento

El cuasiexperimento adoptd una estructura clasica de investigacion. Consistié en la aplicacién de
una prueba diagndstica de entrada (pretest), seguido de una intervencién pedagodgica y cerrd con
la aplicacién de un diagnéstico final, también conocido como postest.

Pretest

El pretest contenia cinco ejercicios que exigian analizar el dominio de una funcién irracional de
indice par y determinar la existencia de limites laterales en puntos donde el radicando se anula.
Los items incluian ejemplos concretos como: analizar el dominio de f(x) = vx — 2 y determinar si
existe lim Vx = 2; estudiar el comportamiento de g(x) = 3/(x — 2) en las proximidades de x = 2; y

explorar casos con raices de multiplicidad par como /—(x — 2)2.

Se prestd especial atencién a que los estudiantes justificaran la existencia o no del limite a partir
del signo del radicando y no solo mediante manipulacidn algebraica. Los resultados se
compararon con una prueba t de Student para muestras independientes, que no arrojo
diferencias estadisticamente significativas (t=0,42; gl=77, p=0,68). Asimismo, se aplicd la prueba
U de Mann-Whitney como contraste no paramétrico, obteniendo U=756,5 (p=0,72), lo que
confirma la homogeneidad inicial de los grupos en cuanto a conocimientos previos sobre el objeto
de estudio. Esta equivalencia permitid atribuir las diferencias posteriores a la intervencion.
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Intervencion diddctica

En el Grupo A (experimental) se dedicaron dos sesiones de clase de 90 minutos cada una (total 3
horas) al andlisis explicito de los casos de movimiento de la variable en funciones irracionales. La
intervencién incluyd materiales disefiados especificamente:

e Guiade trabajo estructurada en tres columnas: (1) expresién algebraica de f(x), (2) tabla de
signos del radicando g(x), (3) esbozo grafico de f(x) y determinacién de limites laterales.

e Presentacién guiada de los tres casos tedricos (raiz simple, raiz de multiplicidad impar, raiz
de multiplicidad par) con apoyo de representaciones graficas elaboradas en GeoGebra.

e Actividades de conversion entre registros: se proporcionaba la expresion analitica de f(x) y
se pedia a los estudiantes construir la tabla de signos, esbozar la grafica y decidir la existencia
del limite.

e Discusion colectiva de errores tipicos, como la evaluacién directa sin considerar el signo del
radicando.

En el Grupo B (control) se desarrollé la enseflanza de manera tradicional, siguiendo el libro de
texto habitual, con énfasis en la manipulacién algebraica y la evaluacién directa de limites. Se
trabajoé la simplificacion algebraica y la evaluacidn en el punto, sin hacer hincapié en el analisis
sistematico del dominio y el movimiento de la variable.

Para evitar sesgos, los mismos profesores impartieron ambas modalidades; se disefaron guias
didacticas estandarizadas y se realizé una reunién previa para acordar los contenidos vy la
duracién, asegurando que la Unica diferencia fuera el enfoque en el movimiento de la variable y
el uso de multiples registros. La prueba de comprobacién se administré una semana después de
la intervencidn para permitir el afianzamiento de los contenidos y evitar el efecto de la memoria
a corto plazo, sin que mediara practica adicional dirigida entre ambas fechas.

Instrumento de comprobacion (postest)

La variable dependiente fue el rendimiento en la resolucidn de problemas de limites, medido
mediante una prueba de comprobaciéon administrada al finalizar la unidad didactica (una semana
después de la intervencién). El instrumento evalué la siguiente tipologia de ejercicios:

1. Analizar los limites de la funcion 3-x sl X<-2 enyxy=2yx=-2
f(x)= 2X si —2<x<2
x> —4x+3 si X>2

2. Analizar los limites de la funcién en x =1
x?-1 .
— si x#1
f(x)=1[x-1

4 si x=1
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3. Analizar los siguientes limites en el punto indicado:
3.1) Ixim(ln(sen(x))sen(x))

3.2) " In(sen(x))

x>Z  CcOos(X)

3.3) lim In(sen(x))
x— cos(x)

Cada item se calificd como aprobado si el estudiante justificaba correctamente la existencia o no
de los limites laterales mediante el analisis del signo del radicando y el dominio de la funcidn, sin
limitarse a la evaluacién directa. Se otorgd puntuacion parcial si el estudiante identificaba el
resultado correcto pero no justificaba adecuadamente el razonamiento.

Andlisis estadistico

Para comparar los resultados del postest, se aplicé la prueba t de Student para muestras
independientes en cada item, previa verificacién de normalidad (Shapiro-Wilk) y homogeneidad
de varianzas (Levene). Dado que algunas distribuciones no cumplian el supuesto de normalidad,
se complementd con la prueba U de Mann-Whitney. Se calculé el tamario del efecto mediante la
d de Cohen para cada item, interpretdndose segun los criterios convencionales (Cohen, 1988):
pequefio (0,2), mediano (0,5) y grande (0,8). El nivel de significacion se fijé en a=0,05. Los andlisis
se realizaron con el software SPSS versién 25.

Consideraciones éticas

El estudio contd con la aprobacién del Comité de Etica de la Universidad Auténoma de Santo
Domingo. Todos los estudiantes participantes firmaron un consentimiento informado en el que
se les explicd el propdsito de la investigacién, la confidencialidad de los datos y su derecho a
retirarse en cualquier momento. Los resultados obtenidos solo fueron utilizados con fines de
investigacion.

Resultado y discusion

I. Caracterizacion del comportamiento de los limites laterales en puntos donde la expresion
subradical se anula

El analisis de casos particulares permitié tomar un primer ejemplo para la argumentacién tedrica;
se trata de la funcion f(x) = vx — 1, la cual presenta una dificultad para los estudiantes que no
han sido entrenados en el andlisis de casos. Aqui la falta de precision del movimiento de la variable
conduce a que muchos estudiantes no pongan atencion a que si x < 1 la cantidad subradical es
negativa y por lo tanto el dominio de la funcién solo es para las x 2 1, tal como se muestra en la
Figura 1:
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Figura 1. Recorrido de la funcion f(x) = vx — 1

4 1

En gran medida esto se debe al poco uso de los cambios de representacidon semidtica de los
objetos matematicos. La literatura especializada abunda en trabajos donde se explica la
necesidad de usar diferentes registros de representacién para que los estudiantes puedan
apreciar las diferentes caracteristicas del objeto estudiado (Bdez & Blanco, 2020; Elia & Spyrou,
2006) dado que es muy poco probable que una representacidon especifica muestre todas las
caracteristicas del objeto estudiado.

En el caso de la funcion f(x) = Vx? — 4x + 4, cuyo gréfico (Figura 2) evidencia que es una
funcién definida en todo su dominio, de la representacién analitica no es inmediato el dominioy
recorrido de la funcién, pero de su representacion grafica resultan inmediatos estos aspectos de
la funcién:

Figura 2. Dominio y recorrido de la funcion f(x) = Vx? —4x + 4

Por lo que el andlisis de lirr% Vx2 — 4x + 4 se simplifica pues del grafico se puede apreciar que la
xX—

variable se aproxima a 2 de la misma manera por la derecha que por la izquierda; o sea, la variable
se mueve al punto de la misma manera por la derecha que por la izquierda, por lo que se puede
obtener el valor del limite por evaluacion directa. Desde luego este andlisis también se puede
hacer de forma analitica, pero es oportuno mostrar a los estudiantes diferentes recursos.

Analiticamente se tiene que: Vx2 —4x +4 = \/(x —2)?2 =|x — 2|,donde se aprecia con
facilidad que es una funcién con dominio y recorrido en todos los reales.
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Se considera ahora un tercer caso: Calcular lirr% V—x2 4+ 4x — 4, de nuevo en este caso el alumno
X—

considera que puede evaluar directamente y obtener:
lim v/ —x2 +4x — 4 = J=224+42)—4=+V0=0
X—

La funcién del radicando g(x) = —x? + 4x — 4 es una parabola con el vértice en (2, 0), pero como

el coeficiente de X°es negativo la pardbola abre hacia abajo (hacia los valores negativos), por lo
que es el unico valor real del radicando, como no existen limites laterales, por consiguiente no
existe el limite en el punto. Este analisis se puede corroborar con la representacidn grafica de
g(x) = —x?+ 4x — 4 (Figura 3):

Figura 3. Parabola invertida g(x) = —x2 + 4x — 4

El hecho de que a ambos lados del punto suceda lo mismo y, a pesar de eso no exista el limite, le
crea cierta duda al estudiante respecto a su concepciéon de que no existe el limite en el punto
cuando hay valores diferentes a ambos lados del punto. Por esta razén hay que retomar la
definicidn de limite:

Sea f una funcién definida en una vecindad del punto b. Se dice que Iirrg f(x) =L, sipara

cada numero positivo & >0, por pequefio que este sea, es posible determinar un nimero
positivo 0 >0, tal que para todos los valores de x, diferentes de b, que satisfacen la
desigualdad |X - b| < 0 se verifica la desigualdad | f(x)- L| <g.

Como se puede ver en este caso no existe ningun valor de x en el intervalo |x—b| < & porlo que

se puede afirmar que no existe el limite en (2, 0). Aqui se debe destacar que los objetos
matematicos al no tener existencia fisica estan rigurosamente determinados por su definicidén
(Baez & Blanco, 2020; Byas & Blanco, 2017).

Basado en los ejemplos anteriores se pueden concretar algunas precisiones generales para

orientar a los estudiantes en el trabajo con este tipo de funciones de la forma: lim /g (x) , donde
X—E&

n es par, g(x) es una funcion polinémicay g(c) =0
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Caso 1: si c es raiz simple de g(x) lo que implica que g(c) = 0y g'(c) # 0 entonces lim /g (x)
X—E
nunca existe.

Justificacion: Si c es raiz simple de g(x) entonces hay un cambio de signos para valores alrededor
de ¢, lo que implica que uno de los limites laterales no existe.

Aqui es importante el apoyo grafico (Figura 4) siguiente:

Figura 4. Raices simples

[X]
)

P
=
@
&
3]
o

P
3

4 A

En el primer grafico se puede ver que los valores a la izquierda de 2 son negativos y en el segundo
los valores a la derecha de — 5 son negativos. Por lo tanto, para las condiciones dadas y la raiz es
simple no existe el limite en el punto.

Para la explicacion de por qué no existe el limite en el caso analizado se aprecia la necesidad del
uso de diferentes representaciones semidticas para que los estudiantes puedan apreciar
diferentes aspectos del objeto estudiado, especificamente el movimiento de la variable (Elia &
Spyrou, 2006).

Caso 2: si ¢ es raiz de multiplicidad impar de g(x) entonces lim /g (x), nunca existe.
X—D&

Una raiz de multiplicidad impar implica un corte de la grafica de g en el eje x donde la concavidad
cambia; es decir, si ¢ es una raiz de multiplicidad impar de g, es ademas un punto de inflexion de
g, 1o que determina un cambio de signo para valores proximos a ¢, por lo que uno de los limites
laterales no existe. Aqui también es muy util el apoyo grafico (Figura 5) para que los estudiantes
puedan materializar la explicaciéon anterior mediante la materializacion semidtica del objeto
matematico (Rodriguez & Lopez Fernandez, 2010):
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Figura 5. Raices de multiplicidad impar

r

En este ejemplo ¢ = 3 es un punto donde la concavidad cambia, por lo que en el primer caso no
existe el limite lateral para valoras menores que 3y en el segundo no existen para valores mayores
que 3.

En este punto es oportuno insistirles a los estudiantes sobre la necesidad de tener presente las
condiciones del problema con el que se trabaja, pues el hecho de que la funcién tenga una rama
negativa alrededor del punto que se analiza no impide verificar la relacién |x - b| <&, perono se

puede olvidar que la funcidn que se estd considerando es una cantidad subradical en una raiz de
indice par por lo que la raiz no existe para valores negativos de g(x). Esta aclaraciéon puede
parecer poco importante pero se hace con el objetivo de recordar a los estudiantes la necesidad
de tener en cuenta las hipdtesis del problema con el que se trabaja.

Caso 3: si ¢ es raiz de multiplicidad par de g(x), entonces lim \/g(x) puede o no existir, a
X—E&

continuacion se analizan los siguientes casos;

3.1) si g es de grado 2 y el coeficiente principal es mayor que cero, entonces lim /g(x) = 0
X—E

existe, ya que g es una parabola con vértice en el eje x que abre hacia arriba (este caso ya
fue analizado) lo que implica que g(x) es mayor que cero para todo su dominio.

3.2) si g es de grado 2 y el coeficiente principal es menor que cero la parabola tiene el vértice en
el eje x pero abre hacia abajo, ya que g(x) es menor que cero para todos los valores de su

dominio y por lo tanto 1/ g(x) no existe, por lo que no se puede hablar de un limite real para
una expresion que no existe en R

3.3) si g es un polinomio de grado 3, en este caso surgen varias alternativas, pero cuando solo
tiene una raiz simple el andlisis coincide con los casos anteriormente analizados. Por lo tanto,
se le dedicard la atencidn a los casos en que el polinomio tenga tres raices, lo que da lugar a
diferentes situaciones.
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En los polinomios de grado 3 una rama abre hacia arriba (buscando los valores positivos) y otra
hacia abajo (buscando los valores negativos). Ademas, por el teorema fundamental del algebra
un polinomio de grado 3 tiene 3 raices reales o complejas. Incluso, las raices complejas aparecen
por pares cada raiz con su conjugada, por lo tanto si el polinomio es de grado 3 tiene una raiz
doble también tendra una simple.

Por otra parte, cuando el coeficiente principal es positivo, la parte izquierda abre hacia los valores
negativos y la derecha hacia los positivos. Por lo tanto, si la raiz doble es menor que la simple, los
valores de la funcién alrededor de la misma son negativos y, alrededor de la simple seran
negativos a la izquierda y, positivos a la derecha de la raiz, por lo que en este caso no existe el
limite.

Pero, si la raiz simple es menor que la raiz doble la funcién tendra valores positivos y negativos
alrededor de la raiz simple, por lo que no existira el limite en esta raiz. Pero alrededor de la raiz
doble tendra valores positivos, por lo que existira el limite en esta raiz, como se ilustra (Figura 6)
a continuacion:

Figura 6. Polinomio de grado 3

&
L)

n

g(x) x>+ 3x*-4 gx)=x>-3x*+4

bedd 74

8

Por otra parte, cuando el coeficiente de la variable de mayor grado (coeficiente principal) es
negativo, entonces la rama de la izquierda crece por valores positivos y la de la derecha por
valores negativos. Por lo que: si la raiz doble es menor que la simple, existira el limite en la raiz
doble, pero no en la simple. En caso de que la raiz simple sea menor no existira el limite en
ninguna de las dos raices, como se ilustra en la Figura 7:
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Figura 7. Coeficiente principal negativo

3 3 2 1 o 2

fix)=-x*-3x2+4
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h(x x>+ 2xZ + 4x -|18

Tener presente que se esta hablando de los valores en la funcidén subradical, por lo que cuando
esta funcién toma valores negativos no estd definido en los reales y no puede existir el limite.

Este anadlisis es aplicable a cualquier radicando polinomial de la forma: g(x) = a, x™ +
Ap_1x™ 1+ -+ a, con a, = 0, teniendo en cuenta:

1) Las raices de multiplicidad par de g(x)
2) Las raices simples o de multiplicidad impar de g(x)

3) Elsigno del coeficiente principal @,

4) La posicidn relativa de cada raiz multiple con respecto a las demas raices

En general, la actividad de considerar diferentes representaciones de un concepto matematico
no es considerada fundamental por muchos profesores para la construccién de dicho concepto.
En particular, las actividades que involucran transformaciones tipo conversion y tipo tratamiento
(Duval, 2004) son minimizadas por los profesores al estudiar las funciones, desconociendo que
promueven un mejor entendimiento de las funciones y facilitan el desarrollo de procesos de
visualizacién (Amaya De Armas et al., 2016).

Desde una perspectiva didactica, el analisis del calculo de los limites en los diferentes casos —en
este tipo de funciones— no se hace solo con el objetivo de adiestrar al estudiante en este tema
especifico. El trabajo procedimental brinda un entrenamiento a los estudiantes que permite
mejorar su comprension sobre el comportamiento del limite de funciones, en particular sobre las

implicaciones de los limites laterales en la existencia del limite de una funcién. Por ejemplo, en el

caso 11m7 los estudiantes comprenden mejor que no existe el limite dado, que por la izquierda
x—0

la variable se aproxima a cero por valores negativo y, por la derecha, por valores positivos.

xsen(x)

Sin embargo, en el caso lim = (0 se aprecia que el numerador es el producto de dos

x-0 |x|

funciones impares por lo tanto, es par. El denominador es par; por lo tanto, la funcion es par, por

® & 1
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lo que su comportamiento es el mismo a la izquierda y derecha del eje x. En otras palabras, la
variable se mueve de la misma forma a ambos lados del punto como se puede ver en la Figura 8:

Figura 8. Comportamiento de la funcién par

/. Resultados de la intervencion diddctica

Tabla 1. Resultados del examen de comprobacion

] Grupo A (experimental, n=38) Grupo B (control, n=41)
ftem Aprobados % Desaprobados % Aprobados % Desaprobados %
1 27 71,05 11 28,95 26 63,41 15 36,59
2 28 73,68 10 26,32 26 63,41 15 36,59
3.1 23 60,53 15 39,47 23 56,10 18 43,90
3.2 22 57,89 16 42,11 22 53,66 19 46,34
3.3 22 57,89 16 42,11 21 51,22 20 48,78

Nota. Fuente: Registro de evaluaciones

La Tabla 1 muestra que el Grupo A (experimental) superd al Grupo B (control) en todos los items.
Las diferencias porcentuales de aprobacion fueron: 7,64 puntos en el item 1; 10,27 puntos en el
item 2; 4,43 puntos en el 3.1; 4,23 puntos en el 3.2y 6,67 puntos en el 3.3.

Estos resultados reflejan que la ensefianza explicita de los casos de movimiento de la variable y
el uso de distintos registros de representacion semidtica beneficié especialmente la resolucién
de los ejercicios con raiz simple (items 1 y 2). En ellos, el error mas frecuente del grupo control
fue realizar una evaluacidn directa ignorando que uno de los limites laterales no existe debido a
que el radicando toma valores negativos. El grupo experimental, en cambio, mostré mayor
habilidad para examinar el dominio y el signo del radicando antes de operar, lo que condujo a una
diferencia mas amplia.

En los items 3.1, 3.2 y 3.3, correspondientes a raices de multiplicidad par con diversas
configuraciones de signo, la ventaja del grupo experimental persistié pero fue mas modesta. La
tasa de aprobacién en ambos grupos fue mds baja que en los items anteriores, lo que indica que
estos casos representan un mayor desafio cognitivo. Para resolverlos correctamente, el
estudiante debe integrar el analisis de la multiplicidad de la raiz, el signo del coeficiente principal
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y la posicion relativa de las raices, transformando la informacidn algebraica en una representacién
grafica o en un juicio sobre la existencia del limite.

La instruccion explicita ayudd a que una proporcion mayor de estudiantes del Grupo A pudiera
coordinar estos criterios, pero la diferencia menor sugiere que la consolidacién de este
razonamiento requiere mas tiempo de practica y una interiorizacion mas profunda de las
transformaciones de representacién. La Tabla 2 muestra los estadisticos descriptivos y los
resultados de las pruebas paramétricas, no paramétricas y el tamafio del efecto.

Tabla 2. Comparacidn de puntuaciones entre grupos y tamaifo del efecto

Grupo A Grupo B
experimental, n=38 control, n=41
ftem — Desviacic’)n) ( ) (gl=t77) P (t) Uulr Cghdeia
Media , Media | Desviacion estandar
estandar
1 7,42 2,10 6,05 2,45 2,68 |0,009*(545|0,011*| 0,62
2 7,68 1,95 6,22 2,30 3,04 |0,003*(512|0,005*| 0,69
3.1 | 6,05 2,80 5,51 2,75 0,87 | 0,387 |703| 0,392 0,20
3.2 | 5,89 2,95 5,32 2,85 0,86 | 0,392 |711]| 0,421 0,19
3.3 | 597 2,88 5,15 2,92 1,26 | 0,211 [660| 0,184 0,28

Nota. ® Magnitud de los tamafios del efecto: 0,2 pequefio; 0,5 mediano; 0,8 grande
*p < 0,05 se considera significativo.

Los resultados de la Tabla 2 indican que las diferencias son estadisticamente significativas solo
para los items 1y 2 (p < 0,05 en ambas pruebas), con tamafios del efecto medianos (d = 0,62 y
0,69 respectivamente), lo que indica una magnitud practicamente relevante. Para los items 3.1 a
3.3 no se alcanza significacién estadistica (p > 0,05) y los tamafios del efecto son pequefios (d <
0,3), aunque se mantiene una tendencia favorable al grupo experimental.

Para interpretar las diferencias no significativas en los items 3.1-3.3, resulta util la teoria de la
carga cognitiva (Sweller, 1988), pues estos items exigen coordinar multiples criterios
(multiplicidad, signo, posicién relativa), lo que puede saturar la memoria de trabajo de los
estudiantes, especialmente en un tiempo de instruccidn limitado. Estos hallazgos coinciden con
los reportados por Guarin Amorocho y Parada Rico (2023), quienes sefialan que la comprension
profunda del limite requiere un transito fluido entre lo algebraico y lo geométrico, asi como
tiempo suficiente para la asimilacion de los distintos registros de representacion.

En conjunto, los hallazgos confirman que la propuesta didactica contribuye a reducir el error de
evaluacién directa y a fortalecer la comprensién conceptual del limite, sobre todo cuando la
complejidad de la funcién subradical es moderada. Las diferencias observadas guardan
correspondencia directa con los casos tedricos sistematizados en la primera fase del estudio.

Conclusiones
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El analisis tedrico permitid clasificar los limites laterales de funciones irracionales en tres casos
segln la naturaleza de la raiz del radicando: raiz simple, raiz de multiplicidad impar y raiz de
multiplicidad par. Esta clasificacién constituye un recurso didactico que explicita la necesidad de
analizar el dominio y el signo del radicando antes de operar.

La intervencién diddctica, que enfatizd el movimiento de la variable apoyada en multiples
registros de representacion semidtica, produjo mejoras en el rendimiento del grupo experimental
en todos los items evaluados. La diferencia mas notable se observé en los ejercicios bdsicos, con
tamanos del efecto medianos, donde el error de evaluacion directa fue menor. En los casos de
mayor complejidad (raiz de multiplicidad par con distintas configuraciones de signo), la ventaja
persistié pero fue mas modesta, lo que sugiere que la comprensién profunda de estos casos
demanda un trabajo mas prolongado y una integracién mas fina entre los registros algebraico y
grafico.

Los resultados confirman que la ensefianza explicita del analisis previo del dominio y del
comportamiento de la variable, en contraposicion a un enfoque puramente procedimental,
contribuye a reducir errores conceptuales frecuentes y favorece una comprensién mas sélida del
concepto de limite. Se evidencia, ademas, el papel fundamental de las transformaciones de
representacion (conversién y tratamiento) para que los estudiantes perciban el comportamiento
de la funcidn en entornos donde la expresidn analitica resulta opaca.

Se identifican limitaciones del estudio que deben ser consideradas: el uso de grupos (no
aleatorizados) limita la generalizacidon de los hallazgos; el contexto especifico (Universidad de
Republica Dominicana) puede no ser representativo de otras poblaciones; y la medicién se realizé
a corto plazo (una semana después de la intervencién), por lo que no se evalud la retencién a
largo plazo ni la transferencia a otros contenidos del calculo.

Se recomienda a los docentes dedicar al menos dos sesiones de clase al analisis de casos de raiz
simple y multiplicidad impar, antes de abordar los casos de multiplicidad par, e incluir ejercicios
de conversiéon entre representaciones algebraica y grafica desde el inicio del curso. Se sugiere,
ademas, extender el tiempo de practica en los casos mas complejos y utilizar herramientas de
visualizacién dindmica (GeoGebra, Matlab) para facilitar la exploracién del movimiento de la
variable. Futuras investigaciones deberian examinar la retenciéon a largo plazo de estos
aprendizajes y su transferencia a otros contenidos, asi como replicar el estudio con disenos
experimentales mas robustos (asignacién aleatoria) y muestras mdas amplias y diversas.
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